
y ' '+ p(x ) y '+q (x) y=0

Теорема общего решения:
yо.о.=c1 y1(x )+c2 y2(x) , где c1  и c2  — произвольные постоянные, y1  и y2  — 

линейно независимые решения исходного уравнения y ' '+ p(x) y '+q (x) y=0 .

Определитель Вронского(вронскиан) и его свойства

Определение:
Вронскианом, построенным из n  функций f 1(x ) , f 2(x) , ..., f n(x)

Называется W [ f 1( x) , f 2(x) , ... , f n(x)]=∣
f 1 f 2 ... f n

f 1 ' f 2 ' ... f n '
... ∣

В частности W [ f 1( x) , f 2(x)]=∣ f 1 f 2

f 1 ' f 2 '∣= f 1 f 2 '− f 2 f 1 '

Теорема:
Решение уравнения y ' '+ p(x) y '+q (x) y=0 y1(x)  и y2(x)  линейно независимы 
тогда и только тогда когда W [ y1(x) , y2(x)]=0 ни в одной точке.
⇔  Решения y1(x)  и y2(x)  линейно зависимы ⇔ W [ y1(x) , y2(x)]≡0

Пример:
y ' '+ y=0
y1(x)=sinx  ⇒  y1 '=cosx , y1 ' '=−sinx  ⇒  −sinx+sinx=0 , то есть y1  - 

решение
y2(x)=cosx  ⇒  y2 '=−sinx , y2 ' '=cos x−cosx+cosx=0 , то есть y2  - решение

W [ y1(x) , y2(x)]=∣ sinx cosx
cosx −sinx∣=−sin2 x−cos2 x=−1≠0 ⇒  yо.о.=c1 sinx+c2 cosx

Уравнения с постоянными коэффициентами

y ' '+ py '+qy=0 , p1q−const

Ищем решение в виде: y=ekx , k−?  ⇒  y '=kekx , y ' '=k2ekx

k2 ekx+ pkekx+qekx
=0

ekx(k2
+ pk+q)=0 ⇒  k2

+ pk+q=0 , получается квадратное уравнение для неизвестного
числа k . Это называется характеристическим уравнение соответствующим исходным 
дифференциалам.

1) D=p2
−4q>0 ⇒  k1≠k2  — вещественные корни

y1(x)=ek1 x , y2(x)=ek2 x

W=∣ ek1x ek2x

k1 e
k1x k 2e

k2x∣=e
k1x e

k2 x∣ 1 1
k 1 k2∣=(k2−k1)e

(k1+k2) x ⇒  yо.о.=c1 e
k1 x+с2 e

k2x

Пример:
y ' '+3y '+2y=0  ⇒  yо.о.=c1 e

− x
+c2 e

−2x



2) D=0=p2
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Можно взять функцию, которая от этой отличается только множителем x :
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Пример:
y ' '+4y '+4y=0 ⇒  yо.о.=e−2x

(c1+c2 x)

k2
+4k+4=0  ⇒  k=−2

3) D=p2
−4q<0

⇒  k2
+ pk+q=(k2

+2k
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± iβ=α+ iβ , где
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−p
2

, β=√q− p2

4
⇒  y1(x)=e(α+iβ)x eα x eiβ x

y2(x)=e(α−iβ) x
=eαx e−iβ x , где e iβ x

=cosβ x+i sinβ x

e−iβ x
=cosβ x−isinβ x

Лемма:
Если y=u+iv  — решение уравнения y ' '+ py '+qy=0 , где p1q−const(вещ.) , то
по отдельности являются решениями функции u(x )  и v (x ) .

⇒  u(x )=eα xcosβ x
v (x )=eα xsin β x

— они линейно независимы

⇒  yо.о.=c1 e
α xcosβ x+c2 e

αx sinβ x=eα x
(c1cosβ x+c2 sinβ x )



Пример:
y ' '+2y '+5y=0 ⇒  k2

+2k+5=0
k2

+2k+1+4=0
(k+1)

2
+4=0

k+1=±2
k1,2=−1±2
α=1 , β=2

⇒  yо.о.=e−x
(c1 cos2x+c2 sin 2x)

Уравнение Эйлера

x2 y ' '+xpy '+qy=0 , p ,q— const (вещественные)

⇔ y ' '+
p
x
y '+

q

x2
y=0 , то есть p(x)=

p
x

q( x)=
q

x2

x=e t  ⇔  t=ln x  ⇒  y (x)= y (e t
)= ỹ (t)

⇒  
dy
dx

=
α ỹ( t)
dt
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dt
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= ỹ (t )⋅
1
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= ỹ '(t )e−t
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x2 (− ỹ ' (t)+ ỹ ' ' (t))x

⇒  ỹ ' '(t )− ỹ ' (t )+ p ỹ ' (t)⏟
(p−1) ỹ ' (t )

+q ỹ (t)=0

⇒  k2
+(p−1)k+q=0 ⇒  D=(p−1)

2
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1) D>0
Пример:
x2 y ' '+4xy '+2y=0
x=e t , t=ln x  ⇒  y (x)= ỹ (t)

y '= ỹ ' ( t)⋅
1
x

 ⇒  y ' '= ỹ ' ' ( t)⋅
1

x2
+ ỹ ' (t)(−1

x2 ) ⇒ ỹ ' '(t)− ỹ ' (t)+4 ỹ ' (t)+2 ỹ (t)=0

ỹ ' ' (t)+3 ỹ '(t )+2 ỹ (t )=0
k2

+3k+2=0  ⇒  k1=−2 , k2=−1

y1(x)= y1( t)=e−2 t
=x−2 ; y2(x)= ỹ (t)=e−t

=x−1
⇒  yо.о.=

c1

x2 +
c2

x

2) D=0 ⇒  ̃yо.о.( t)=eα t
(c1+c2t)=xα

(c1+c2 ln x )= yо.о.(x)
3) D<0 ⇒  ̃yо.о.( t)=eα t

(c1cos t+c2 sin t)=xα
(c1 cos ln x+c2 sin ln x )= yо.о. (x)


